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ΛΥΣΔΙΣ 

ΘΔΜΑ Α 

Α1. Απόδεημε ζρνιηθό βηβιίν ζει 133 

Α2. Οξηζκόο ζρνιηθό βηβιίν ζει 33 

Α3. Οξηζκόο ζρνιηθό βηβιίν ζει 155 

Α4. i) ωζηό 

ii) ωζηό 

iii) Λάζνο 

Α5. α) Ψεπδήο 

β) Έζηω ε ζπλάξηεζε 3f (x) x  παξαγωγίζηκε ζην  κε 2f (x) 3x 0    θαη 

f (x) 0 x 0    . 

Η f δελ παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην x 0   αθνύ είλαη γλεζίωο 

αύμνπζα ζην . 

 

ΘΔΜΑ Β 

Β1.  2 2

2x x x

1
lim f (x) lim 4x 1 x lim x 4 x

x  

  
              

2

2 2 2x x x

1 1 1
lim x 4 x lim x 4 x lim x 4 x

x x x  

     
                       

       

2x

1
lim x 4

x

  
       

   

 

2x x

1
lim ( x) , lim 4 2

x 

 
          

   

1) αλ 2 0 2    έρω 
x
lim f (x)


 
 
 άηνπν. 

x x' 

y' 

f y' 
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2) αλ 2 0 2     έρω 
x
lim f (x)


 
 
 άηνπν αθνύ από εθθώλεζε πξέπεη 

x
lim f (x) 0


 . 

3) αλ 2 0 2     ην αξρηθό όξην γξάθεηαη: 

 
  

 

2 2

2

x x x 2

4x 1 2x 4x 1 2x
lim f (x) lim 4x 1 2x lim

4x 1 2x
  

   
    

 
 

2 2

x x

2 2

4x 1 4x 1
lim lim 0

1 1
x 4 2x x 4 2

x x

 

 
  

 
        

 

   άξα  2    

Β2. 2f (x) 4x 1 2x, x     

ε f παξαγωγίζηκε θαη άξα ζπλερήο ζην  ωο πξάμεηο παξαγωγίζηκωλ 

ζπλαξηήζεωλ κε: 

2 2

2 2 2

(4x 1) 8x 4x 2 4x 1
f (x) 2 2

2 4x 1 2 4x 1 4x 1

  
     

  
 

Είλαη 
24x 1 0   γηα θάζε x . 

Έζηω  2 24x 2 4x 1 0 4x 2 4x 1 1        

1) αλ x 0  ε  1  ηζρύεη 

2) αλ x 0  ε  1  γξάθεηαη 0 2   ηζρύεη 

3) αλ x 0  ε έρω    
2

22 24x 2 4x 1 4x 2 4x 1         

 2 2 2 216x 4 4x 1 16x 16x 4 0 4         ηζρύεη 

Άξα θαη 
24x 2 4x 1 0    γηα θάζε x , Οπόηε f (x) 0   γηα θάζε x . 

Άξα f γλεζίωο αύμνπζα ζην . 

Η f νξηζκέλε, ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  νπόηε 

   
x x

f (A) lim f (x), lim f (x) 0,
 

   . 

αθνύ 
x
lim f (x) 0


 
 
(δεδνκέλν)

 

 2

2x x x

1
lim f (x) lim 4x 1 2x lim x 4 2x

x  

 
          

 
 

2x

1
lim x 4 2 ( ) 4

x
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Β3. Η f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  θαη ″1‒1″ νπόηε αληηζηξέθεηαη. 

 
22 2 2f (x) y 4x 1 2x y 4x 1 y 2x 4x 1 y 2x               

2
2 2 2 2 y 1

4x 1 y 4xy 4x 4xy y 1 x
4y


           

Σειηθά 
2

1 x 1
f (x)

4x

 
  κε  1

B2.

f
f (A) 0,     

Β4. 
1 1 1 1 1 1

x 1 1 1 x 1
x

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)     

 
       

 

1 2 2x x x x

1 4x 4x 4
lim lim lim lim 0

f (x) x 1 x x   
    


 

άξα 
1 1x x

1 1
lim 0 lim

f (x) f (x)  

 
   
 

 νπόηε από θξηηήξην παξεκβνιήο ζα είλαη 

θαη 
1x

x
lim 0

f (x)


  

Β5. 
x (0,3) {2}

2 2 2

f ( ) f ( ) f ( )
0

x 9 x 4 x

   
   

 
 

2 2 2 2 2 2x (x 4)f ( ) x (x 9)f ( ) (x 9)(x 4)f ( ) 0         
 

Θεωξώ 2 2 2 2 2 2g(x) x (x 4)f ( ) x (x 9)f ( ) (x 9)(x 4)f ( )           

Επεηδή f (A) (0, ) ί f ( ) 0, f ( ) 0, f ( ) 0           

Η g ζπλερήο ζην [0,2]  ωο πνιπωλπκηθή 

2 2

g(0) 36f ( ) 0
g(0) g(2) 0

g(2) 2 (2 9) f ( ) 20f ( ) 0

   
  

       
 

άξα από ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 
1x (0,2)  ηέηνην ώζηε

1g(x ) 0  

Η g ζπλερήο ζην [2,3]  ωο πνιπωλπκηθή 

2 2

g(2) 20f ( ) 0
g(2) g(3) 0

g(3) 3 (3 4) f ( ) 45f ( ) 0

    
  

      
 

άξα από ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 
2x (2,3)  ηέηνην ώζηε

2g(x ) 0  

Άξα ε εμίζωζε g(x) 0  έρεη δύν ηνπιάρηζηνλ ιύζεηο ζην δηάζηεκα (0,3)  νπόηε 

ηζνδύλακα θαη ε αξρηθή. 
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ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. α) Γηα θάζε x  είλαη  xe f (x) f (x) 1 xf (x) f (x) 1        

x x xe f (x) e f (x) e xf (x) f (x) 1       
 

   x x xe f (x) e f (x) e xf (x) x f (x) 1
                 

       x x x xe f (x) e xf (x) 1 e f (x) xf (x) e 1
            

       x x x xe f (x) xf (x) e x e x f (x) e x
           

 
 

Άξα ππάξρεη c  ηέηνηνο ώζηε γηα θάζε x  λα ηζρύεη: 

 
x

x x

x

e x c
e x f (x) e x c f (x)

e x

 
      


, xe x 0   αθνύ xe x 1  

xe x 1  
 
άξα xe x 0  . 

Είλαη 
0

0

e 0 c
f (0) 1 1 1 c 1 c 0

e 0

 
       


 

Άξα 
x

x

e x
f (x)

e x





, γηα θάζε x . 

β) Είλαη  
x

x

x x

e
lim e x lim x 1

x 

  
    

  
 θαη έρνπκε: 

 

 

xx x

x x x

ee e
lim lim lim

x 1x

 
 
 

  



   


 

Άξα      
x

x

x x

e
lim x 1 lim e x

x 

  
          

  
 

Η f είλαη παξαγωγίζηκε ωο απνηέιεζκα πξάμεωλ παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ 

κε: 

       

 

       

 

x x x x x x x x

2 2
x x

e x e x e x e x e 1 e x e 1 e x
f (x)

e x e x

   
         

   
 

 

     
 

2x x x 2x x x x x x

2 2 2
x x x

e xe e x e xe e x 2e 2xe 2e
1 x

e x e x e x

       
   

  
 

Γηα θάζε x  είλαη 

 
 

x

2
x

2e
0 1

e x
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Έρνπκε: 

 1

f (x) 0 1 x 0 x 1        

 1

f (x) 0 1 x 0 x 1        

 1

f (x) 0 1 x 0 x 1      
 

 

x  ‒ꝏ 1 +ꝏ  

f '(x) + ‒ 

f   

 ν.κ.  

 

Η f παξνπζηάδεη πιηθό κέγηζην ζην e ην 
e 1

f (e)
e 1





.  

Έζηω  1 ,1    θαη  2 1,    

Είλαη: 

 

 

 

xx x

x xx x x xx

e xe x e 1 0 1
lim f (x) lim lim lim 1

e x e 1 0 1
e x

 
 
 

   


  

     
  



 

x 1

e 1
lim f (x) f (1)

e 1


 



  

(ε f ωο παξαγωγίζηκε θαη ζπλερήο) 

 

 

 

 

x xx x x

x x xx x x x xx x

e x e 1e x e 1 e
lim lim lim lim lim

e x e 1 e
e x e 1

    
   
    

    

 
  

    
  

 

 

x
lim 1 1


   

Έρνπκε: 

ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Δ1

 

άξα

 
1

x x 1

e 1
f ( ) lim f (x), lim f (x) 1,

e 1 

        
   

 

ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην Δ2 άξα

 
2

x

e 1
f ( ) lim f (x), f (1) 1,

e 1

       
 

Είλαη f 1 2

e 1
f ( ) f ( ) f ( ) 1,

e 1

 
       

 

 

Έρνπκε: 
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Γ2. Πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη έρεη κία θαη κνλαδηθή ξίδα ζην  0,1  ε εμίζωζε 

 
1

f (x) ln f (x) lnx f (x) lnx 0 2
x

        

Θεωξνύκε ε ζπλάξηεζε  (x) f (x) lnx x 0,1     

Η  2  ηζνδύλακα γξάθεηαη  (x) 0 3   

Είλαη 
e 1

(1) f (1) ln1 0
e 1


    


 

Είλαη  
x 0 x 0
lim (x) lim f (x) ln x f (0) ( )

  
         

Άξα ππάξρεη δηάζηεκα κνξθήο    0, 0,1   όπνπ (x) 0   

Επηιέγνπκε  0, .   Είλαη ( ) 0    

Η θ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο ζην Θ. Bolzano ζην  ,1  δηόηη είλαη ζπλερήο ζε απηό 

ην άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ θαη ( ) (1) 0    . 

Άξα ε  3  έρεη ξίδα ζην    ,1 0,1   

Επηπιένλ ε θ παξαγωγίζηκε ζην  0,1  ωο άζξνηζκα παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ 

κε 
1

(x) f (x)
x

     

Γηα θάζε  x 0,1  είλαη 

f (x) 0

(x) 01
0

x

 


  




 

Άξα ε θ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,1  νπόηε ε ξίδα είλαη κνλαδηθή 

Επνκέλωο ε  3  έρεη κία θαη κνλαδηθή ξίδα ζην  0,1  

 Γ3. Γηα θάζε x  είλαη  
x

x x

x

e x
g(x) e x e x

e x


   


 

Η g είλαη παξαγωγίζηκε ωο άζξνηζκα παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε 
xg (x) e 1    

Είλαη g (x) 0   γηα θάζε x  

Άξα ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  

Γ4. α) Έζηω όηη ε h δελ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  

Σόηε ππάξρνπλ 
1 2 fx ,x D   κε 

1 2x x  κε 
1 2h(x ) h(x )  
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Έρνπκε 
3 3

1 2

1 2

1 2

h (x ) h (x )
h(x ) h(x )

2h(x ) 2h(x )

 
  


 

g
3 3

1 1 2 2 1 2h (x ) 2h(x ) h (x ) 2h(x ) g(x ) g(x )


       

1 2x x   Άηνπν δηόηη 
1 2x x  

Άξα ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  

β) Έρνπκε:  f ( ) 2g h(3x) e h(2 x) 1 0      

 
g(0) 1

f ( ) 2g h(3x) e h(2 x) 1


      

 
g

f ( ) 2g h(3x) e h(2 x) g(0)


      

 f ( ) 2h(3x) e h(2 x) 0 4     

Ιζρύεη 

1
ln

f ( ) f ( ) f ( )1 1
f ( ) ln e e e e 1          

   

Οπόηε ε  4  γξάθεηαη: 2h(3x) h(2 x) 0     

h
2 2 2h(3x) h(2 x) 3x 2 x 3x 2 x 0



            

 K(x) 0 5 , όπνπ 2K(x) 3x 2 x, x     

Η K είλαη παξαγωγίζηκε ζην  ωο απνηέιεζκα πξάμεωλ παξαγωγίζηκωλ 

ζπλαξηήζεωλ κε: 

 
3

K (x) 3 2 2 x x 3 2 2 x x 3 2 2x 2 2x
2

                 
 

 

Γηα θάζε x  είλαη 
3

2x 1
2

    άξα 
2 03 3

2x 2x 0 K (x) 0
2 2



        

Άξα ε K είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  

Επηπιένλ 2K(0) 30 2 0 0     

Η  5  ηζνδύλακα γξάθεηαη 
K

K(x) K(0) x 0


    

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Θα απνδείμνπκε όηη γηα θάζε x  είλαη 2 2 2 2g (x) 1 f (x) g (x) f (x) 1       

2 2h(x) 1, ό h(x) g (x) f (x)    , x . 

Η h είλαη παξαγωγίζηκε ζην  ωο απνηέιεζκα πξάμεωλ παξαγωγίζηκωλ 

ζπλαξηήζεωλ κε: 
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 1

h (x) 2g(x)g (x) 2f (x) f (x) 2g(x)f (x) 2f (x)g(x) 0        

Άξα ε h είλαη ζηαζεξή νπόηε ππάξρεη c  ηέηνηνο ώζηε h(x) c  γηα θάζε x  

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη c 1  

Είλαη 2 2 2 2h(0) c g (0) f (0) c 1 0 c c 1          

Γ2. α) ΜΕΛΕΣΗ ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ‒ ΑΚΡΟΣΑΣΩΝ 

Γηα θάζε x  ηζρύεη 2 2f (x)g(x) g (x) f (x)g(x) g (x) 0      

 
 f (x) g(x) 0 1

f (x) g(x) g(x) 0
g(x) 0

  
   


 

H g είλαη ζπλερήο ζην  (ωο παξαγωγίζηκε ζε απηό) θαη ηζρύεη g(x) 0  γηα 

θάζε x . Άξα ε g δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην . 

Καη επεηδή g(0) 1 0   έρνπκε όηη γηα θάζε x ηζρύεη: 

 1

g(x) 0 f (x) 0    

Άξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . Η f δελ έρεη αθξόηαηα. 

Είλαη f (0) 0  θαη f γλεζίωο αύμνπζα ζην , νπόηε: 

i) 

 x 0,

 ά   κε x >0x

 

     ηζρύεη  
 1

f (x) f (0) f (x) 0 g (x) 0      

ii) 

 x ,0

 ά   κε x <0x

 

       ηζρύεη  
 1

f (x) f (0) f (x) 0 g (x) 0    
 

x  ‒ꝏ 0 +ꝏ  

g '(x) ‒ + 

g   

 ν.ε.  

Η g παξνπζηάδεη πιηθό ειάρηζην ζην 0 ην g(0) 1  

ΜΕΛΕΣΗ ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ ‒ ΗΜΕΙΩΝ ΚΑΜΠΗ 

Είλαη g f  θαη ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην . 

Άξα ε g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη  g (x) f (x) g (x) f (x)       

Γηα θάζε x  ηζρύεη f (x) 0 g (x) 0     

Έρνπκε όηη: 
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Άξα ε g είλαη θπξηή ζην  θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g δελ έρεη ζεκεία 

θακπήο. 

Είλαη f g  θαη ε g είλαη παξαγωγίζηκε 

Άξα ε f   είλαη παξαγωγίζηκε θαη  f (x) g (x) f (x) g (x)       

(Σν πξόζεκν θαη ηα ζεκεία κεδεληζκνύ ηεο f   ζπκπίπηνπλ κε ην πξόζεκν θαη 

ηα ζεκεία κεδεληζκνύ ηεο g ) 

x  ‒ꝏ 0 +ꝏ  

f (x)  ‒ + 

f   

 .Κ.  

Σν ζεκείν  M 0,f (0)  άξα  M 0,0  είλαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζε ηεο f. 

β) Έρνπκε ηελ εμίζωζε  2 2 2 2x g(x) x x g(x) x x x 2          

Γηα θάζε x  ηζρύεη g(x) g(0) 1 x g(x) x        

 g(x) x 0 3    

Γηα θάζε x  ηζρύεη    2 2 2 2x x 4 x x x x 0 5          θαη ε 

ηζόηεηα ζηελ  4  άξα θαη ζηελ  5  ηζρύεη κόλν κε x 0  

Λόγω ηωλ  3  θαη  5  ε  2  ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ: 

2 2

g(x) x 0 g(0) 0 0 1 1 0 ύ
x 0

x x 0 x 0 x 0

         
     

      
 

 

Γ3. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε 
1(x) f (x) g(x), x     

Λόγω ηεο  1  έρνπκε
1(x) 0   γηα θάζε x  

Επηπιένλ ε 1  είλαη ζπλερήο ζην  ωο δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ 

Άξα ε 1  δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  

Είλαη 
1(0) f (0) g(0) 0 1 1 0         

Άξα γηα θάζε x  ηζρύεη 
1(x) 0 f (x) g(x) 0 g(x) f (x)         
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1

g(x) g(x) f (x) g(x) 2g(x) f (x) g(x) g(x) f (x) g(x)
2

           

Είλαη    
x

1 1
lim f (x) g(x)

2 2

 
     

 
 

Άξα  
x
lim g(x) 6


   

Γηα θάζε  x 0,   είλαη 2 2 2 2g (x) 1 f (x) g (x) 1 f (x)       

f (x) 0
2 2 2 2g (x) 1 f (x) f (x) g (x) 1 f (x) g (x) 1



          

Είλαη 
 

 
6

2

x x
lim g (x) 1 lim f (x) 7
 

      

Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 
fD  άξα: 

     f
x x

f D lim f (x), lim f (0) ,
 

      

Γ4. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  g(x)

2

1
(x) x e

f (x)
      

Πξέπεη 

f
f , ά

g

1 1
x D

x D f (x) 0 f (x) f (0) x 0

f (x) 0

    
 


       

 

 

Είλαη 
2

D 

   ην νπνίν πεξηέρεη δηάζηεκα κνξθήο  ,   άξα έρεη λόεκα ε 

εμέηαζε ηνπ 2
x
lim (x)


  

Γηα θάζε  x 0,   είλαη  g(x)

2

1
(x) x e

f (x)
       

 
f (x) 0

g(x) 1 1 1 1 1
x e 1

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)



            

Άξα 2 2

1 1 1
(x) (x)

f (x) f (x) f (x)
        

Είλαη 

 6

x

x

1
lim 0

f (x)

1
lim 0

f (x)











      

 

Άξα 2
x
lim (x) 0


   (θξηηήξην παξεκβνιήο) 



 

Σελίδα 11 από 11 
 

Γ5. Η f ωο γλεζίωο κνλόηνλε είλαη θαη ″1‒1″, άξα αληηζηξέθεηαη. 

Είλαη  1 ff
D f D    

Θα απνδείμνπκε όηη ε 1f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

Γηα θάζε 11 2 f
x , x D    κε 

1 2x x  έρνπκε: 

   
f

1 1 1 1

1 2 1 2 1 2x x f f (x ) f f (x ) f (x ) f (x )


         

Άξα ε 1f   είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

Είλαη  
f

1
1

1
1

0 f (0) f f (0) f (0) f (0) 0 
  

      

 


